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Abstract. Planck‘s constant is very useful in the developmentof the theory of
symplecticClifford algebras introducedby theauthor in 1977 [1 ,a], and to solve
manyconnectedproblemsfor examplethe PoissonLie algebradeformations[1 ,c].
In this paper wegive a precise link betweena complexstructureJ and theFourier
transform which is nothing but the natural left action of the coveringJ of J in a
symplecticconvenientspinorspace(moduloa constantfactor).
Thus Fourier transform becomes a geometric transformation separatedfrom
integration technics,goodpeculiarity for globalproblems.Weexplainnice algebraic
properties of the Fourier transform taking them in the symplecticcontext with

adaptedmetric in any signature. Someapplicationsare given:Hermite‘s functions,
Plancherel-Parseval’stheorem, covarianceproblemes Ourapproachis particu-
larly convenientfor explain resultsin Maslov’s theory [1 ,bI and the difficulties in
defining a globalFourier transformovera symplecticmanifold.

AVANT -PROPOS

Une foule de problèmerelevantaussi biende la gëométriedifférentielle quede

Ia physique mathérnatiqueconcernentla notion d’algêbresde Clifford (orthogo-
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nale) et de spineurs,ceux-ci étantconsidéréscommedesélémentsd’espacesde

representationsirréductiblesde celles-là.Certainsëlémentsinversiblesdesalgébres

de Clifford permettentselonun processusclassiquedeconstruirelesrevétements
des groupesorthogonaux,cela en toute dimension et signature. On sait que les

algCbresde Clifford associéesa desespacesde dimensionfmie sont toujoursdes

algébressemi-simples,possédantdespropriétésintéressantesde périodicitéqui en
font un outil de grand intérét pout l’étude de certainesfibrations. Lesphysisiens

se sont surtout attachesa l’utilisation des algbbres de Clifford sous la forme

matricielle de leur representation,Ct malheureusementune avalanchede calculs

et d’algorithmes en a alors quelque peu masqueIa signification. C’est Dirac,

linéarisant l’opérateur de Klein-Gordon, qui une quinzained’annéesaprés E.

Cartanredécouvrit lesspineurssurun casparticulier. L’espacevectoriel engendré

formellement par les combinaisonsa coefficientsreels de quatre <<matrices de

Dirac>> ‘y~,peut être a la fois identifié a un espacede Minkowski surlequelopére

le groupede Lorentzou a un espacede <<spineurs>>sur lequel opérele groupede

Clifford, lesoperationsétantreliéespar les fameusesrelations:

AyA~’ =A~y~.

La notion de structure spinorielle au-dessusd’une vanétériemannienneou

pseudo-riemanniennen’est autre qu’un cas particulier d’une construction qui

en mathématiquefut envisagéesystématiquementpar Ehresmann(Colloque de

Topologie de Bruxelles 1950, p. 51), et qu’il appela<<extension>>du groupestruc-

tural d’une espacefibre. L’existenced’un obstaclea cetteextensiona étésignalée

et explicitéepour le premierefois dansle casqui nous intéresseparA. Haefliger
dansunenote aux Comptes-Rendusde l’Académie des Sciencesde Paris(séance

du 6 aoüt 1956): c’est un problèmede topologie algebriquequi ne concerneque

la groupeSpin (n) entant querevbtementuniverseldeSO(n). C’est Lichnerowicz,

que dansson article <<Champsspinoriels et propagateurs>>publië par la S.M.F.

dansson bulletin 92, de 1964, utilisa rigoureusementet systématiquementpour

Ia premiere fois cettenotion de structure spinorielle dansl’étude, entreautres,

des equations de Dirac. Autour des années 1970 nous avons alors cherchCa
introduire un lien concret entre cettedefinition cohomologiquedesstructures

spinorielleset l’aspect algébriquedécrit dans le livre de Chevalley(1 954);on sait
que l’on peut associera un fibre principal un fibre vectoriel par l’action effective

du groupestructural surun espacevectoriel,et qu’il revientalors au méme,pour

bien desproblèmes,de considérerle fibre associéau lieu du fibre principal. C’est

cette idëe qui nous incita en 1 969 a définir des fibres en spineursdont les fibres

typesne soot autresque certainsidéaux a gaucheminimaux dansune algCbrede

Clifford, c’est-à-dire des espacesde representationsirréductibles pour cette

algèbre.



STRUCTURES SYMPLECTIQUES, STRUCTURES COMPLEXES, ETC. 109

Cette methodeprésentel’avantaged’étre concreteet intuitive, fournissantun
cadre naturel pour la mise en equationsde problèmesmathématiqueslies a la
physique (equationsde Dirac, de Maxwell, quantificationau sensde Fock par
exemple). Elle permetd’eliminer le lourd formalisme matriciel, de s’affranchir

des particularités liées a la dimension et a la signature,de replacerdans leur

contextenaturel,celui des spineurs,certainesnotions que semblaientmarginales
ou étrangêrescommecellede ~<twisteurs>~.

Elle suggere alors de s’intéresserdans le méme esprit au cas symplectique.
La definition desalgèbres,ditesdeWeyl, consistea remplacerdansla definition

des algèbresde Clifford, Ia formequadratiqueg parune formesymplectiqueF.
Selon Kirillov (Elementsde Ia theorie des representations,Ed. Mir, Moscou),
considéronsI’algèbre engendréepar les genérateurs

(p1, ‘~2 p,~,q1, q2, . . . , q,)

et les relations:

p~p1=p1p1, q1q1=q1~~~p1q1—q1p~=611

chaqueelementdecettealgèbres’ecrit sousformed’un polynôme(non commuta-

tif) desvariablesp. et q1, cettenotationn’est pasunique,de sorteque l’écriture
de ces polynómes résulte d’une convention, qui identifie linéairementcette
algèbrea unealgébrede polynOmes.

Ii est connu, particulièrementen mécaniquequantique,que les correspon-
dances:

a
p1-4 — , q~,.-+iXx1, l-+iX,

ax,

permettentde décnreces algèbresde Weyl en termesd’opérateursdifférentiels

a coefficientsconstants,ces correspondancessontliees au choix de ce quenous
appelonsdans JR

2fl une base ordonneesymplectique mais elles ont le mëme
aspectpourtoutescesbases.

Les travauxde A. Weil, de Shale,et autresauteursont mis en evidencele role
de groupes <<metaplectiques>>et des revetementsdu groupe symplectique.11

existe alors une demarcheformelle analoguea celle qui conduit aux structures
spinoriellesorthogonales,et on pourra parler, si possible,de structurespinorielle

symplectiqueau-dessusd’une varietede mémenom. La notion de spineursym-
plectiqueest alors evidenteet claire, maisIa difficulte liée a la dimensioninfinie

des algCbres de Weyl, la correspondenceavec les operateursdifférentielsdécrite
ci-dessus,ont conduit historiquementa aborderle problèmede definition des
spineurssymplectiquespar la voie de l’analyse fonctionnelle(theoremede Shale-
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-Weil sur la representationde l’oscillateurharmonique,spineurssymplectiquesde
Kostant et autres auteurs, etc. . . .). Dans ce contexte,oü interviennent les

equationsaux dérivéespartielles et la transformationde Fourier, un obstacle
nouveau,connu sous le nom ed’indice de Maslov>>, a été reconnu et explicite:
iI consisteessentiellementen une systématiquedesconditionsd’existenceglobale

de cettetransformation.
Dans les années1975 [l,a, bi, nousavons mis au point un procedegeometri-

que desconstructiondes groupesde Clifford et des groupesspinorielssymplecti-
ques,cela ne peut se faire qu’au prix d’un elargissementde la notion d’algébres

de Weyl, et pose des difficultes nouvelles;il sembleque I’utilisation systematique
d’une indeterminee,que l’on pourra appeler <<constantede Planck>>, soit la clef
qui permet d’ouvrir Ia plupart des portes.La notion de spineursymplectique

est alors formellementanaloguea celle de spineurorthogonalet si l’on passesur
certainestechnicitesdont le mise au point n’estplus qu’unequestionde tempset

de patience,on recuperedansson ensembleune situation tout a fait analogueau

casorthogonal.

Notonsl’importance de la definition des transvectionssymplectiquesau moyen

d’exponentiellesformellesselon la formule:

exp (ta2)xexp (— ta2) = x + 2h tF(a, x)a,

rappeleedans le II ci-dessous,et quenousutilisãmespour la premierefois dans

[1 ,a]: ceresultatest crucial.
Nous avons montre particulièrementdans [1,b], comment I’indice de Maslov

et l’indice trilatére de Leray étaientlies a cettegeometriecliffordiennesymplecti-
que, et de manière formelle que l’obstacle de Maslov refletait l’impossibilité de

definir globalementunetransformationde Fourierau-dessusdesvarietessymplec-
tiques, sauf condition de nature topologique - l’indice de Maslov représentant

le <<coup de pouce>> que l’on doit donner pour retablir une certainecoherence
dansles calculslocaux.

Le problèmedesdeformationsdel’algébrede Poissonet de l’algébreassociative
de fonctions définies au-dessusd’une variété symplectiquetrouve aussiunesolu-
tion dansce cadrecommenousl’avons montré dans[1,c d].

Comparantnos résultatsa ceux qui viennentde l’analyse fonctionnelle,nous

avons recherchédans cet article un lien entreune structurecomplexeJ adaptec
a uric certainepseudometrique(ou métrique)et la transformationde Fourierqui

s’identifie, modulo un facteur constant, au relèvementJ de J dans un groupe

spinoriel symplectique. A partir de là, la voie est ouverte pour la géométrisa-

tion, moyennant quelques conditions aisément réalisées dans les cas usuels:
la transformation de Fourier géométrique est l’action naturelle de J sur lesspi-

neurssymplectiques.
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Des lors les ‘sbelles proprietes’>geometriquesde la transformationde Fourier
s’expliquent aisément ainsi que les connexionsde celle-ci avec le groupe et
l’algèbre de Heisenbergcommel’avaient signalé dejàbien desauteurset particu-

lièrement R. Howe [3]. Nous donnons quelquesexemplesde calculsdanscette

approche (laplacien, fonctions d’Hermite, formule de Hecke, problémes de

covariance).Cependantc’est dans le cadre de Ia quantification géométrique,de

l’étude des deformationsdes algébresde Poissonque cettemethodeparaft riche
dedéveloppements.

Nous avons fait porter notre effort essentiellementsur l’aspect algebriqueet
geometriqueau detrimentde l’etudedesproblemesqui releventplutOt de I’analy-
se et que nous laissonsbien volontiersau spécialiste;en cequi concerneles liai-
sonsévidentesavec lesespacefonctionnels,la theoriedesdistributions,lesopera-

teurs differentiels,nousne donnonsque des indications - bien des passagespour-

raientdormernaissancea d’importantsdéveloppementsplus ou momsautonomes
par le lecteurinteresse.

La lecture de cet article pourrait etre précedéede celle de [1,d] signaleeen
référencc.

I. Soit E un espacevectorielreel de dimension2r, muni d’une formesymplecti-
que F. J, endomorphismede E, tel que F = — I est une structurecomplexe.

DEFINITION 1. J est adaptec a F en signature (p,q), p + q = r, s’il existe une

forme hermitienne non dégénëréei~:E xE-÷C, de signature (p, q) telle que

F=—Im(~). a

Ecrivant: i~(x,y) = I?l(ri(x,y)) + urn (i~(x,y)), on voit que: (x,y)—*
-+—Im (~(x,y))définit surEuneformesymplectique,tandisque:

(x, y) -÷ .~(s~(x,y))

définit surEuneforme quadratiquede signature(2p, 2q).

Observonsque

= —Im (1?(x,y)) =F(x,y)

= —F(Jx,y)

ri(x,y) = —F(Jx,y)—iF(x,y),

on pourra écrire plus simplement:

= (x,y);

on retiendra que:
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(1) (Jx,y)=F(x,y), (Jx,Jy)=(x,y), F(Jx,Jy)=F(x,y),

et queJ est orthogonal et symplectique. •

On rappelleque l’on nommelagrangienun sous-espacedeE totalementisotro-
pe maximum au sens symplectique (doncnecessairernentde dimensionréelle r).

PROPOSITION1. Sout L un lagranguen, non isotrope pour le pseudoinétrique

( , ), si J est adaptec d F, J(L) estun lagrangien supplémentairede L et ortho-

gonalâL. a

En effet si XE L et si y = J(x’), x’ EL, (Jx’, x) = F(x’, x) = 0 puisque L est
lagrangien.CommeL est non isotropepour ( ,) et JL orthogonala L, ces deux

espacessontsupplementaires.

PROPOSITION2. Soit E = L n L’, L et L’ étant des lagrangiens et g un produit

scalaire de signature (p, q) sur L; ii exustesurE unestructurecomplexeJunique,

adaptecd F en signature(p, q) telle queJ(L) L’ et quela restriction ci L de la

formehermitiennedepartie umaginaire(— F) soitg.

En effet si J existe, on transporte, g a L’ parJ qui est uric isometricet de

sorte que L’ soit orthogonal a L; nécessairementF(x, y) = g(Jx,y), Vx E F,
Vy E F; donc on détermineraJ(x) par F(x, y) = g(Jx,y), on aura = — I et

on prendra 77(x,y) =g(x,y) —iF(x,y) de sorte queJest adapteca F en signa-

ture (p, q).
Pratiquementon pourra proceder ainsi: on envisage une base symplectique

(e
0, ~ es,j3 = 1, 2, . . . , r, adapteea la decompositionF = L ~ L’ telle que

F(ea,e~~)= ö0~,F(e0, e~)= F(e~,e~~)= 0

g(e0,e0)=1,ct=1 p,g(e0.e0)=—l,a=p+1 p+q

et g(e, e~~)= 0.

F(Jea,e~~)= _g(e~,e~~)= 0, donc J(e0) EL’.

F(Je0,e0)=—g(e0,e0)=±1, donc

J(e0)= en*, J(en*) = — en, cv = 1 p

J(e0) = — e0~,J(e05)= e0, a = p + 1 p + q.

On sauradonc construired’aprés la proposition2 Un espaceE symplectique,

rnuni de Jadaptéa F en signature(p, q); L donné,le choix de L’ determineJ de
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maniereunique.La proposition I montre que si L est un lagrangienquelconque

non isotrope pour ( ,) on pourra choisir dans L une baseorthogonale(e
1, e2,

er) et la completer par des elements(e1~,e2~,. . . , e,.~)formant avec les

r premiersvecteursune basesymplectiqueadapteca la decomposition F = L ~
eJ(L).

Nous remarquonsque U(p, q) est l’ensemble des élémentsde Sp(2r, IR) qui

commutent avec J, c’est aussi l’ensemble des elementsde determinant 1 de

0(2p,2q) qui commutentavecJcar:

F(u(x), uJ(y)) = F(x,Jy), Vx EE, V; E F

traduitque u E Sp(2r, IR), et

F(u(x), J(u(y))) =F(x,Jy), VxEE,

traduit que U E 0(2p, 2q).

Xn designant un nombre reel, égal ~ 1 pour cv = 1, 2, . . . , p et a (— 1) pour
cv = (p + 1), . . . , (p + q), il seracommodedeposer:

e —iXe~ e + iX0e~
e =

Nousnotonsaussique:

(eu, e~)= ~ e~~)= 0, (Ce, c~~)=

F(e0,e~)= F(ç~,e~~)= 0,F(�0~e~~)= 0, si cv ~ ~, F(e0,e0~)=

J(e) = te, J(�~)= — jEn*~ 77(C~~,c~)=

J(ea)=Xnen*, J(ea*)=_~aen.

II. Selon nos articles et travaux antérieurs,nous introduisons diverses algébres

de Clifford symplectiques.h étant une indéterminée (mais que nous pourrons

interpreter éventuellement a un facteur constant prés, comme la constantede
Planck des physiciens), nous prenons Ic quotient de l’algèbre tensorielle du

module

F’ = F® 1K [h]I, (1K = IR ou C),

JR

par I’idéal bilatbre engendré par les éléments

x®.i’—y®x—hF(x,y), x,yEE.

Cela nous donned’abord l’algèbre associativeC~(hF)(dite aussi algébre de Weyl)

it partir de laquellenousconstruisonsdivers <<Clargissementsv:
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dont I’élëment général est une série formelle selon les puissancesdes
e, ~ a, jI = 1, 2, . . . , r, a coefficientsdans1K [h]], que nouspourronsappeler

algébre de Clifford symplectiqueformelle (on utilisera aussi JK((h)), corps des

fractions rationnelles).

C5(hF)°,pour laquelle h est fixé, mais dont Ic terme général peut s’écrire:

e~~eK*
a =M(H,K*)

(H! K*!)hI
2~

cv estun nombrereelsupérieur~ 0, cv> 0.

H, K* sontdesindicescomposes,parexemple

eH= (~1(e)h2 . (er)hr, IHI = ~h
1,H! = h1! h2’ hr!

(h~entiersupérieurou egala 0) et a partir d’un certain rang:

M(H,K*) I ~ a(~)p(a)IH~+IK~I o(a), p(à) constantespositives.

C5(hF)~,algébre tronquée, quotient de C~(hF’)par l’idéal des multiples de
hN, N entjer positif fixé N> 1, dont lesélémentsont descoefficientsqui sont

despolynOmesenhde degre(N— 1) au plus.

Lorsque Li est fixé les algebrestronquéesdonnent a leur tour desalgébres

dont les élémentssont desseriesa coefficentsdans 1K; rernarquantqueLi peut

être considérécomme <<trés petit>>, on rejoint alors un point de vue qui est celui

de l’analyse non standard.

SiaEE,tEIK, pourtout xEE:

exp (ta
2)xexp (— ta2) = x + 2ht F(a, x)a

oü exp (ta2) peut ëtre considéréecommeélémentde

Cs(hF) ou de Cs(hF)Tou de C~(hF)~..

Nous avons introduit antérieurement des spineurs symplectiques comme

limite projective d’une suite d’idéaux it gauche, mais seulement dans certains cas

Les espaces de spineurs symplectiques sont construits a partir d’une base

symplectique (en, e~~)et us peuvent linéairement s’identifier it une algébre symé-

trique construite sur l’espace des en,cv = 1 r, avec des acceptions différentes

selon l’algebre de Clifford considérée.

Il peut être plus avantageux dans cc qui suit de considérer un espace de spineurs

symplectiques comme Ic quotient de l’algébrede Clifford symplectiqueparI’idéal

a gauche engendré par les (e~), la representation s’obtenant elle-mCme a l’aide

auproduit a gauche suivi de cc quotient.
a

Avec cette conventionle produit par e
0~pourras’identifier a — h — et

aq
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en a q° quand on remplacera (e0)” par (qnYc, q° etant une variable coordonnee,

comme cela résulte de:

(e~)(e0)”= (e)’~(en*)— hk(e0)k_l.

Cette convention conduit it interpreter l’algébre de Clifford C~(hF)comme<<l’al-
gèbrede WeyI>> d’ opérateurs différentielsa coefficients constants pour un espace
IR’~® (ff(r)* les spineurssymplectiquesdcvenantdesseriesdansl’algébresymplec-

tique de fl~
T

Les conditionsqui définissentC
5(hF)°sontalorsdesconditionsqui entralnent

l’analyticité et pour cv> 1/2 on a desdéveloppementsdc fonctionsdont les den-
véessonta decroissance rapide. On observeraquecesensemblesde fonctionssont
aussidesalgèbresparticuliéres.

III. Dans Ic III, nousprcnonsd’abord h = 1, si p est la projection de tout groupc

ou sous-groupe de Clifford symplectiquesur le groupesymplectique,nousavons

montréquc:

(2) ~oex~(_~ ~(Xn�n6n*))J

comme on Ic vérifie aisémcnt it l’aide du développement de I’exponentielle (Ic

rOle de h est joué par ~r,dans l’exponentielle).

Dc maniere plus généraleU(p, q) est dansl’ensemblcdes produitsdes images

parpdesélémentsdu groupemetaplectiqueMp(r)de Ia forme:

exp X exp (a0~*ce~*)

X E C , a~~*E C (sans sommation).

L’algebrede Lie de U(p, q) est définiepardeséléments ~ a°~~ U(p, q)
3

opéresur I’espacedes (Cn*) et comme:

~a~1~*(cne~*)e* ~ ~a7n*cn*

en écrivant que la matnice des ix~~a>~*e0* est antihermitiennepour s~il vient:

~.cO3*=a®~*.

Nous nous intéressonsa l’algèbre de Lie dc 0(p,q) dont les élémentssont

cacactérisés par des a~~*= _a®~*.Ecnivantalors:
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a~~*ee~*= — a~*(ee~*—e~e~)=

= — a *( —Xneøen*).

Nous avons obtenu:

PROPOSITION3. L’algêbre de Lie de 0(p, q) est isomorpheci l’ensemblede combi-

naisons linéaires ci coefficients imaginairespurs (resp. reels) des —

(resp.desX~ene~*_Xne0ea*).

Un calculimmédiatdansl’algèbrede Clifford symplectiquedonne:

e0e~*(~X7(e.>)2)_(~X.>(e )2)e ~ =_
2xcene~

d’oO I’on déduit que ~ x~(e
7)

2commuteavec

X~e
0e~~—x0e~e0~

il en est de mémede ~ x (e )2 et de Z e e ~,. U
7 77 777

Posant:

1 1 r—2~ee~
(3) U=— ~x7(e7)~, V=— ~x7(e7~)

2, ~= 2

Un calcul facile montre que:

(4) [U, V] = — W, [U, W] = — 2U, [V, W} = 2 V.

Donc, reconnaissant l’algébre de Lie de SL(2,IR), nous pouvons énoncer:

PROPOSITION4. U, V, W definispar (3) sont les elementsd’unebasedel’algèbre

de Lie d’un groupe isotnorpheci SL(2,11?) (ou SO(2, 1)) inclusdansSp(2r, IR) et
les élémentsde la composanteconnexede 0(p, q) commutentavec Ce SOUS-

-groupe. •

Ainsi 0(p, q) et SL(2,IR) constituent dans Sp(2r, IR) une paine de sous-

-groupes, l’un étant le centralisateur de l’autre, ccrésultatest bien connu[3].
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Dansun repéreadaptéa Ia decompositionen deuxlagrangienssupplémentaires,
U, V, W, s’écrivent it l’aide des composantes des tenseurs <<metniques>> et symplec-

tiques g et F:

U = — Eg°~1e
0e0, V = : -~- ~ g~*~ e0~~

w = — — ‘Y’ F~~*e e
‘, nO
~ n,j3

On a poseF~~* gaXgO*M*~~
La proposition4 se rattachea la proprietéconnue:

Tout espace symplectique (E,F) de dimension 2r, muni d’une structure com-

plexe J adapteca F, en signature (p,q), p + q = r, peut s’identifier (non de
manière unique) au produit tensoniel d’un espace symplectique de dimension

2 et d’un espace pseudo-euclidien de dimension r, muni d’une métrique de
signature(p, q).

Les U, V, W correspondenta l’algêbrede Lie de Sp(2,IR)® Idr~SL(2~IR)n
® Idr et les élémentsde 0(p, q) sontidentifies a Id2 ® O(p, q), on expliqueainsi

mieux, la relation de commutation expnimée dans la proposition 4.
Rappelant les correspondances en variables q°, p0,on est amenéa associer:

U et —g qaqO
2 nO

I a
2

(5) V et —g~
2 aqnaqo

r a
Wet ——q°—--—

2 aq°

en cc qui conccrne les actions naturelles sun les spineurs symplectiques.
On reconnaftdes tcrmcs,représentant:

la normepseudo-euclidienne,

Ic laplacien,

Ic champdeLiouville.

Au niveau de l’algèbrc de Lie du groupemétaplectiqueMp(r), J provient de

— ~ Xn En6n* et de — ~- ~ Xn((en)2+ (e
0~)

2)au niveau de l’algébre de Lie
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du groupespinorielSp2(r).

AinsiJprovient parp de ex~(_ ~ (U+ nous avons obtenu:

PROPOSITION5. Jse(creleve))en l’operateur:

(6) J=exp ——(U+V)
2

et en termes d’operateurs infinitesimaux sur les spineurs symplectiquescor-
respondci:

a
2

(7) —— gqaqIJ+gnIS
4 aqnaqo

c’est-ci-direcia somme,ci unfacteurprés,du beitramienp2 et du laplacien ~. a

IV. La transformationde Fourieret la structurecomplexeJ

Pour mieux comparernos résultatsavec les resultatsclassiqueset ceux de
certainsauteurscomme [3] utilisons pour définir notre algébrede Clifford sym-

plectique,unetable telle que:

(8) ee
0~_eO*en = j~Tb0

cc qui revient it remplacerhpar dans(I) ci-dessus.
2 in

Sur Ic plan infinitesimal J provient de —iir
2(U + V) ou en termes d’opératcurs

différentiels sur les spincurs de:

—inij A
I2inp2— —

4 \ 2ir

i rWdoitetrechangéen — ~e e ~—— avec
2ir -~ >~ 2

U -V
(9) [U,VI=—W, [U,WI=—, [V,W]=—

2ir2 2in2

PosonsalorsJ = exp 2inp2— ~ 1. gui n’est autrequeJaveccesnouvel-
1 ~ 4 2inj

les conventions.
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Ii
Remarque. Avec —- dans (8)

2iri

_~2
—iin2(U+ V) devient (U+ V)

Ii

A —mi h2A
et —— 2mp2— — : 2irp2————

4 2mr 4/s 2ir

h2 1
et dans Ia table (9), apparait —~ au lieu de —i . Un spineur symplectique

2mn 2mn

ëtant associé it une fonction sequentiellef de q°, posant, ,~p,q désignant Ia tran-
sformationdeFourier:

= f f(x) e_2xY)dx

il vient selon le résultat explicité dans[3]:

—mni(p—q)
(10) J

1=exp
4

Supposant que Ia transformée de Fourier de f existe, ou cc qui reviendra au
méme,que le produit par ~1a un sens (c’est Ic cas si cv> 1/2 avecI’algébreC~(F)°

et la transforméedefest dansC~(F)°),nouspouvonsénoncer:

PROPOSITION6. Modulo le facteur constantexp (— -~(p — q)) la transforma-

tion de Fourier ,~ p,q s’identifie au relcivementJ1 de Ia structure compiexeJ

adaptecci la structure sympiectiqueF ensignature(p, q) dansle groupespinoriel
sympiectiqueSp2(p+ q), operant natureilementsur i’espace desspineurssym-

plectiquesparproduit ci gauche. •

A titrc de verification si on considèrc f(x) = e_1T~~ correspondanta
exp(—mr ~ (e)

2)CIY’ = cxp (— 2mrU)T* dans l’espacc C~(F)c~*des spineurs

symplectiques, sa transformée de Fourier est:

mni(p—q) [ mi A 1

cxp expj—— 2mrp2— — Iexp(_2mU)~*,
4 [ 4 2mrJ

r Al
developpant exp I — — 2mrp2— — et multiphant terme it terme on obtient

[ 4 2mrj
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bien exp (— 2mU)~*(conforme au résultat connu).

df —

La formule classique X0 ~ ~ = 2miqa ~(f) n’est autrequex0J1e0~Jj~=

= — en,gui elle-mémen’est autreque:

J(e0~)= X0e0, donnéeplus haut.

La propnétéde commutationénoncéedans la proposition 4 entrainequ’en cc
qui concerneles fonctionsquenousavonsenvisagéesla transformationde Fourier

commuteavecl’action des éléments de Ia composanteconnexede 0(p, q).

h
Maintenant nous utilisons la constantede Planck, remplaçonsF par — F

2mi

pour écrire les formules analogues it (8). Selonla remarqueci-dessusnousdevons
remplacer ~~‘1par

mi h
2A

.J~= exp — — 2mrp2 — , h reel mais indéterminé.
4h 2mr

Posanten=v~e~,e
0~=~/~e’~

qn

‘0

— mi A’
= exp — — 2irp ‘2 — — avecdesnotations évidentes, qui nous ramènent4 2sr

it la forme donnée par J1, Ia transformation de Fourier correspondante est donnée

par

f f(x’) e
2m~’y’)dx~

J~p+q

fpeut dépendre de h, cela donne pour .~~(f)(y):

1 ( x
(11) — I f— .h e /2 dx

v~~J
~p +q

quc l’on comparerait la formule donnéepar J. Leray [4, page 20];on a toujours:

mri(p—q)
(12) J~=exp— _______

J~operant par produit it gauchesun lcs spineurs symplectiques, gui sont ici des
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series formelles it coefficients dans IK[h]], définit une transformation de Fourier
indexéeparh.

On peut s’intéresser a des problèmesde convergenceen utilisant une algébre

C~(hF)°,ou tronquer en calculantmod hN, cc sont de tels calculsqui apparais-

sent dans la méthode de la phasestationnairede Maslov et qui sont des plus

intéressantspouslesapplicationsit la physique.

~rsque a> , selon la remarquedc la fin du 11, on voit utilisant un develop-

pement taylorien quc notrc definition de Ia transformationde Fourier sur les

spineurssymplectiquescoincide complétementavec la definition classiquedans

l’ensemble des fonctions analytiquesreprésentéespar desseries appartenanta
c~(hFj°(on remplacee0parq°).

Sur un plan different on peut remplacer1W cv (IRr)~J~par le fibre contangent

it une variété réelle dc dimension r munie d’une structurepseudo-niemannienne
en signature(p, q), p + q = r, M = T*( V) it une structuresymplectiquecanoni-

que, si J est une structurecomplexeau sensdc la definition 1 ,dont l’existencese

montrerait comme dans la proposition 2 puisqu’iI existe deschampsglobauxde
lagrangienssupplémentairessun T~(V), le groupe structural du fibre cotangent

se réduisant it U(p, q), et méme it O(p, q) x 0(p, q), g00*~0~0~a une significa-

tion globaleainsi que

= exp (— Hr
2gOO ~

dansl’algèbrede Clifford symplectiquedeM.

Si l’on peut définir des champs de spineurs symplectiques lies a I’algébrc

symétniquc reelle de V (l’existencede champsde lagrangiensreels orientésen

est une condition suffisante [l,b]), restreignant T*(V) it V, on pourra consi-
dérer une fonction C~(V)(localementf(q1, . . . , qr)) et lui associerun faisceau

~m(f)d’algebressymétriquesélargiespar lc processusnaturelsuivant:

A chaquepoint x E V on construit une sérieformelle dansl’algébre ~ L~(V)

dont les termessont les dénivéeescovariantessymétrisécspour une connexion
symplectiquesans torsion [I, a]. Ce faisceau en algébressymétriquesest égale-

ment un sous-faisceauen algèbres dc Clifford symplectiques,donc un sous-

-faisceau en spineurssymplectiques.~ (ou J,
2) est une section pour Ic faisceau

en algitbres de Clifford symplcctiques qui opère naturellement par produit a
gauchesur

iri(p—q)
p(f)—~ exp . ~p(f)

4

est une transformation de Fourier globale formelle si on se borne aux algitbres

Cs((hF)).
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S’il existe sur M des structures spinorielles symplectiqucs non isomorphes
on obtiendra différentestransformationsde Fourier globales, I’ensemble de
ces transformations de Fourier globales sera paramétré par H’(M, ~ dont
lesélémentsnesont autresquedesclassesde Maslov, mod ~2 — [1 ,b].

Evidemment si nous remplaçons les Sp2(r) structures spinonielles symplcc-

tiques précédcntespar des structuresSpq(r), ou metaplectiques,ii apparaitra
un indice de Maslov a valeurs dans ?Zq~(ou mémeS’). [l,b].

Ces difficultés liées a l’indice de Maslov apparaitrontdes que l’on voudra
~srecoller>>des transformationsde Fourier classiquesqui sont diversesexpressions

localesde la transformationglobale quenousvenonsde définir et dont l’cxisten-

cc est lie a celle d’une structure spinorielle symplectique sun T*( V) existencegui

est réalisée si l’on peut définir des champs supplémentaires de lagrangiens reels
orientés (reduction du groupe structural it SO(p,q)).

Resumantles résultatslesplus importants,on a:

PROPOSITION7. Si l’on peut definir au-dessusd’une variete réelle V, de dimen-

sion r, admettantunestructurepseudo-riemannienneen signaturep, q, (p + q =

= r) des champsde spincurs symplectiquesconstruits pour le fibre cotangent

T*(f/) muni d’une structure compiexeJ adaptec ci la metrique, ii existedes

transformationsde Fourier giobalesgeneraliseesformellesobtenuespar produit

ci gauche(moduioexp ( ~ ~),scion un relêvement de J dans Ic faisceau

desspineurssympiectiquespourtoute fonctionfE C~(V). U

Notons que cette transformationcessed’être formelle si le faisceau associé a
f est par exempledans l’algèbre C~(hF)~°en chaquepoint x. On récupére alors
complétement,sur le plan local, l’mnterprétationclassique,si a> 1/2 par exemple.

Remarques.1 - Si on appelle polynOme d’Hermite d’ordre n le polynOme

e2~~x
2~ (e_2~2),oO x est unevariableréelle, cc polynômcapparaftranaturel-
dx~

lementit partir de

exp (2mre,~)(e
0~Y’exp (— 2mre~)

dans l’cspace des spineurssymplectiqucsaprésutilisation du principe de corre-

spondance.

Ii en sera de mémede

exp (4ir U) P(e0~)exp(— 4ir U), (P(e0~)écritpour P(e1~,e2~ er*))

qui est associé it
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1 a
e2n(x .x)p — — — e~2ir(x x) = ~Y~(x), x E JRT;

2iri aq°

l’ensembledese’~’~1’(x)est total dans£~(1W) [2], il est construitdes

exp (— 2ir U) exp (4mU)JP(e0)J~exp (— 4irU) =

= exp(2mr U) P(e0~)exp (— 4mr U)

appliquant le principe de correspondance.Ainsi notre approcheexpliqueimmé-

diatementcesrésultats,on y reviendraplus bas.Cela permetde comprendreaussi

pourquoi on a pu récupérertoutes lcs propriétésalgébriquesessentiellesde la
transformationde Fourier,en utilisant les spineurssymplectiques.

2. On pourrait envisageraussi de récupérerdans Ic cadre précédentcertaines

transformationsintégralcs qui possédentunc propriété d’inversion et satisfont
un théorèmede Parscval- Plancherel.

Nous remplaceronsJ~par un élémcnt de I’algêbre de Clifford symplectique,

et plus précisémcntparun élément‘y qui appartientau groupeSp2(r).

La commutationavec l’action du groupe0(p, q) scraen généralperdue,mais

on conscrveraIa propriété d’inversion et le theoremede Parseval- Plancherel,
car si ‘yE Sp2(r), 13(y = 1. Cependanton n’obtiendra pas nécessairementune

transformationintégrale (caril en est déjà ainsi avec desélémentsgui appartien-

nent aurevétementde SL(2,IR) [6, p. 198].
Ceserait un intéressantproblémequed’approfondircetterecherche.

3. L’action sur l’espace des spineursdc I’algêbre de Clifford symplectiquecor-

respondit celle d’un ensembled’opérateursdifférentiels.Lesélémentsde l’algèbre

symétriqueengendreepar les (e0~)correspondent it desopérateursdifférentiels

it coefficients constants.

Les opérateurs pseudo-differentiels A, tels qu’ils sont introduits par exemple

dans HOrmander (Fourier integral operators I, Acta Math. 127- 1971), pour une
certaine classe de fonctions fsont tcls que

A(f)=~
1a ~(f)

oft ~~est la transformation de Fourier et a unefonction donnée.

Dans notre approche nous remplacerons f parun champde spineurssymplec-
tiques et a s’exprimeralocalement comme un polynOme en les éléments d’unc

section-rcpêre (e
0,e0~)dont Ies coefficients pourront dépendre du point courant.

Par exemple, dans l’espacc euclidien plat si a = ~ x0(e0)
2,A sera a un facteur

constantprèsle laplacienusuel.
On peut considérer a dépendant des (e

0) et aussi des (e05), par exemple le
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<<champ de Liouvilles’.
r

W = — — ~ ~ et calculer:
2

exp(imr2(U+ V)) Wexp(—imr2(U+ V))f

de sorte que A est exp Ad(iir2(U+ V))W operant a gauchesur les spineurs

symplectiques-
L’étude desopérateurspseudo-différentielsa son correspondantdansl’etude

de l’action a gauche des champs cliffordiens symplectiques sur les champs spino-
riels.

On seraamenéa envisager(dansle problémedel’inversion desopérateurs)des
fractionsrationnellesen les (e

0) seuls,ou mémedes <<fonctions>> de ces(e0), cc

qui nousconduiraa poser:

a~(e1,c2,..,e~)
e0~*p(e1,e2, - . - , er) = p(e1,e2,..., er) * e0~+ h

ainsi:

1 1 h
e *—=—*e —~0* 2

e e (e)0 0 0

1 1
e0~*—=— *e~,j3~a.

e0 e~

L’étude approfondiede ces problêmesest hors du cadrede cet article et sera
présentéeailleurs, nous avonsprécisédans l’introduction que cet article se pro-
poseseulementd’étudierle point devue algébrique.

V. Bilinéarité et sesquilinéarité.Théorême de Parseval- Plancherel <<spinoriel

symplectique>>

Considérons les spineurs symplectiques d’espace linéairement isomorphe it

l’algêbre symétriquedes e0, a = 1,..., r. Ils correspondentit la representation

de Schrodinger. On peut envisagerl’espaceC5(hF)~J?*et aussi bien C~(hF)nc~*
selonquel’on s’intéresseaucasformelou non.

13 étant l’antiautomorphisme principal tel que f3 I =

11d nous écrivons symbo-
liquementendoublesclasses:

(13) c~3(u)v4*= cIB(ucl,vi1*) 4*

les u~,v’I~’étant it coefficientsreelsou complexes.B(u~,vI*) est un scalaire
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(1) puisque nous quotientonspar les facteurs(e0~)a droite et les faceurs(e0)

a gauche.Le scalaireobtenuest dans IK[h]] ou dansC scion que l’aigebreutili-
seeest formelle ou non.

Ii est facile devoir que:

B(ehl*~,eK$*)=0 si H�K

B(e~~*~,ehl4*)= (—ih)”H!

Apparaft ainsi une dualité entre les espacesdes ~-spineurs et celui des c1*spi-

neurs.On observeraque les conditionsde convergencepourv~”E Cs(hF)n~*

peuventëtresatisfaitespourdesélémentstels queu ~ C~(hF)°1 ~, parexemple
pour u~= exp t(e7~)

2~,qui jouent en quelquesortedanscetteoptique le role
de <<distributions>>relativcmentaux premiers.

Ii sera intéressantde définir une <<forme>> sesquilinéairehermitiennedéfinie

positive; pour cela nouschoisissonsh = —- , puisquenous voulons comparer
2 mrs

a une transformationde Fourier,maisil seraalors plus avantageuxde poser

E
0=exp(___)e0, E0*=exP(_—__)e0*~

les élémentsF0, E0,, seront<<reels>> et satisfonta la table

EE~—E~E=—~ -nO On 2mr nO

Ii existe un isomorphisme evident entre les algèbres de Clifford symplectiques

construitessur les (ek) et les (Ek), de sortequenousenvisageronsla transforma-
mni(p—q) —

tion de Founersymplectiquedetermineepar le produitparex J1 ou
est maintenant:exp [— mr

2(~(F
0)

2 + ~ (E
0~)

2)],

J(E
0) = ~0E0~, J(E0~) =

JadaptéitFen signaturc(p,q),F(E ,E *) =0 ~t 4mr

F(E0, JE0) = x0/4in . . . etc

Soit /3 l’antiautomorphismeprincipal déduit de

~3(E0)= — iE0~, j3(E0~)= iF0,

(1) II s’agit en fait d’une densité de poids 1 iorsque l’on se place sun une varlete.
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les spineurssymplectiquesétant déterminéspar les (F0). Nous ecrmronsnaturelle-
ment

= 4f3(u)

= cF/3(i~)

(—) désignantla conjugaisoncomplexe.Nous formons:

(14) c113(17)u4*= 4 ~‘(u4~, u~F*)4*

~O(u4*, v4*) est un scalaireet il est facile de voir que:

eH4*,e~*)=0, si K*H

)~0(e~*,e~*) = Ih 1HH!

,.*~ est sesquilinéairehermitienne définie positive. Elle est invariante par tous

les elementsdu groupe Sp2(r) et en particulier par J1. (théorèmedc Parseval-

Plancherelsymplectique).
On noterabien que les élémentsexponentielsexp ta

2, exp tb2, peuventdonner

pour B et pour .)~, et pour certainesvaleursde t, unc sénie divergentesi /3 est

considérécommenombre complexe,on devra donc danscc cas considérerdes
series formelles O~Li est une mndeterminee(imaginaire purepour le casprécédent

avecles(ek), réelleavecles (Ek)).

Remarqueimportante

Nous aurions Pu choisir pour espacede spineurssymplectiquesceux quc l’on

construit aveciesê (ou lesc,) telsque:

e+ie~ e—ie~
C =0 0 vT

on vérifie, si/s = 1, que:

(éc
2, ~) = (ê0~,~*) = 0, J(~0) = ix0C0, J(é0~)=

(c0,c0~)=x0, (C0,ê0~)=0, Si a�z/3

F(C0, C0) = F(C0~, C~)= 0, F(C0, C~)= i~00.

Posantensuite:

(~)2 1 i

(15) X= T —a—— , Y= ~ —(C0~)
2, z=_( ~ 2C

0C0*_ir)

ilvient:
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(16) [X, Y] = Z, [X, Z] = — 2X, [Y, Z] = 2Y

determinantune aigébre de Lie isomorphe it celle de SL(2,C), ou SO(3, I)
(groupe de Lorcntz). Nous observonsque les X, Y, Z sont des combinaisons :
linéairesdesZ (e0)

2,Z (e
0~)

2,E (e
0e0~). :

Construisonsun espacede spincurs sur l’algêbre symétriquedes(C0) (ils cor-
respondenta la representationde Bargmann-Fock).Si nousvoulons aisément

comparernos calculs it Ia transformationde Fourier classique,nouschoisissons

/3 = — , Ic principc de correspondanceassigneit C~,le produit par ~ et a
2ir i a

(e *) Ia derivation— — —:
0 2mri aq

La transformationde Fourier correspond alors a un facteurconstantprès it

l’action de exp[—-~ (27rP2— sun l’espace des polynOmes en ~, ou

encore au produit it gauche par:

= exp[—— ( ~ x0(C0)
2 + ~

Avec i’antiautomorphismc/3 tel que~ = lId nouspouvonsancoreconstruire
une <<forme-densité>>sesquilinéairehermitiennei~:

(17) ~I/3(U)vcI* = ‘1 ~‘~(uiI*, v~*)c~*

(on a ici /3(ua.1*) =

Onvénifie aisémentque
H~*CK~*)o si K�H,

Cependant si nous voulons avoir un théorèmede Parseval-Plancherelnous
devons remplacer J

1 par J1 (J1 est Ia transmuéede ~~‘1par e0-+ C~,e0~-+

~‘ est évidemment invariante par l’action du groupe spinonici sympiectique

Sp2(r).
Finalement,nousvoyons quedu point de vucgéométniquenouspournionsdéfi-

nir une transformationde Fourier spinoriellc par le relèvementJ de la structure

complexe (moduio un isomorphisme de i’aigêbre de Clifford symplectique gui

restrcint aux spineurssoit unc isometricpour les formessesquilineaireshermitien-

nes associées it leurs espaces, ces cspaces pouvant étre distincts). On sait que J
commuteaveclesélémentsdu relévementdu groupeunitaire U(p, q).

Remarque.Quand on considére deux espaces de spineurssymplectiquesquelcon-
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ques d’élémentsgénériquesu4~’et u4* (associés it des ê0, ou construits

comme les prdcédentsa partir d’élémentsreels analogues~ e0, e0~),on peut
aisémentdéfinir une sesquilinéaritésur leur produit, il suffit de se ramenerau
cas précédenten tenant compte de l’action transitive du groupe symplectique
sur l’ensemble des sous-espaceslagrangiens.L’ambiguite de definition de la
transformation symplectiquequi associedeux lagrangiensn’entrafne aucune

difficulté sérieusecar les formessesquilineairesintroduits se correspondentpar
I’action de Sp2(r). Dans la littératureon rencontredes calculs equivalentsdans
le processusconnusousle nomde<<pairing>> [5].

VI. Le laplacienet lagéométriesymplectique

Faisonsde nouveau = 1. Nous avons vu que ~x0(e0~)
2 correspondau la-

placien A (generaliseen signaturep, q) quant it sonactionsur les spineurssym-
plectiquesinterpretéscommepolynOmesen q0, a = 1 . . . r.

Parexponentiationy= exp (~x
0(e0~)

2t)donneune transvection symplectique

et

yu ~ =yuy~y~I~*=yuy~cI~

Au4)*=0 équivautit yu~*=ucI*

pourtout t E JR.

En effet:y u 4~*= u~*entrafne

yu~yI* =u4~,

d’oft en dérivant a l’identité:

(~x
0(e0~)

2u— u ~X
0(e0*)

2)~* = 0

Réciproquement:si ~X
0(e0*)

2ut* = 0

yu~*=Cte

maispour t = 0, y(0) = 1, d’oft le résultat.Donc:

PROPOSITION8. Les spineurssymplectiqueshar~noniquesu4)* sont lesspineurs

invariantspar l’action naturelie du groupeci un paramétre:

t-÷exp(~x
0(e0~)

2t). •

Rernarque. II est immédiat que si l’on considCretout opCrateurdifferentiel du
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secondordre a coefficientsconstants(en les a/aq0):

a2

aqaaqa

Ia méme propriété s’appliquepour Ic groupeit un paramètrede transformations
symplectiques: :

t-+exp[ ~ A~0e
0~e0~tl. :

[n~/3

ConsidéronsIa quotientde l’algêbre C~(hF)par l’idéal bilatère (S) endendré

parl’élément(~(e0~)
2—I).

Tout polynome homogéne en les (e
0~) peut s’écnire: Q(e0~) =P0(e0~)+

+ (~(e0~)
2)P(e

0~), réitérant:

P0(e0~) + (~(e0~)
2)~(e~)+ (~(e ~)2)2F

2(e0~)+

+ (~(e0)
2)3P

3(e0~) +...

oft les P0, F1, F2, F3 - . . ne sont pas divisibles par~(e0~)
2(signatureelliptique).

Appliquanty(1) = exp ~(e
0~)

2itF
1(e0~)par

y(l)F~(e0~)y(l)~,

puis passantau quotientpar S, on voit immédiatementqueF,(e0~))est invariant

pary~car Cl(y5), modS, = I.
On retrouveainsi trés rapidementun résultatclassiquesunI’écriture des poly-

nOmesit I’aide de facteursF1(q
0) harmoniqueset de ~(q0)2[2]. En particulier

si q0 cst reel, (la restrictionit la surfacede Ia sphereunite S~_
1de toutpolynOme

de n variablesestunesommede restrictionsde polynOmesharmoniques.
Les spineurssymplectiquesobtenusdans l’algébre quotient par l’idéal S sont

desseriesde Fouriera r variables (quand on remplace e0~par q
0).

Evidemmentcela est valable aussi bien pour les spincurs symplectiquescon-

struits it l’aide des (eu, e
0~), Ic raisonncmentétantIc méme.

La remarque ci-dessus nous permet de donner un sens it Ia notion de sériede

Fourier sun une quadnique.

Reinarques. 1. On voit aussi que la norme obtcnuc it l’aise de (i’) n’cst pas la

norme usuelle de l’espace de Hilbert des fonctions2 2 car (e~I*) ne constitue

pasunebaseorthonorméedanscet espace.

2. A est auto-adjoint pour .)~, ceia résulte immédiatement de l’interprétation

dc A comme ~(e~)
2 it un coefficient reel près.
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3. A étant auto-adjoint pour ~ on en deduit par un raisonnementclassique
I’écriture de tout spineur symplectiqueu4~* = v4~+ A(w1)*), oft v4~’ est

harmonique. Revenant~ l’interprétation de A on sait que tout polynOrñe en
(e) s’ëcrit:

Q(e0) = F0(e0) + (~(e0)
2) F(e), oft P

1~(e0)

est harmonique,on retrouveainsi la propriété quenousvenonsd’établir utilisant

l’idéal S.
Nous allons maintenant utiliser le principede correspondancee0 -÷ q e0,, =

a
= — — (h = 1) pour étudiercertainsproblèmesd’invarianceou de covariance

aq
du laplacien.Considéronsles éléments(C):

x0 e0 e0~— x 0e0e~ (rotationsinfinitésimales)

~ ee0~ (homothétiesinfinitésimales)

e0~ (translationsinfinitésimales)

— ~ x0(e0)
2e

7~—X7e7 ~ (ee~)=~7 (accélérations)

gui correspondentrespectivementaux elements(C’):

~q
0x

0—~-~-+q~x0—=q0———q0~—-~

a
a

aq
0

a

aq0

~ qq0 — . ~ g0Oqq —

Ii est facile dc verifier par un calcul direct que les éléments(C) constituent
une algébre de Lie dont (C’) est une <<representation>>en termesde champs

de vectcurs de 1R~, muni de la métrique de signature (p, q).
On reconnaitl’algèbrede Lie du groupeconformecompletCpq~
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A est rreprésentés~ par IX0(e0~)
2.

On a déjàremarguéque:

A(x
0e0e~~)— (x0e0e0~)A = 0

Ae~—e0~A=0

donc on a I’invariance du laplacien pour l’algèbre de Lie des isométies infinitési-

males.
Puis A(~e0e0~) = [~ e0e0~— 2] A est une propriëtéde covariance de A pour

leshomotheties;enfin en cc gui concerneles <<accélérations>>

A I~ — 40A = 2X0e0A + (r — 2) e0~

ne donne une propriété de covariance que pour r = 2.

VII. Quelquesautresapplications

A titre d’exemple et pour montrercertainsavantagesde cetteapprochenous
allonsétablir encorecertainsrésultatsgui sont présentésdansla littératurescion

desméthodestiréesde l’analyse.
Prenonsd’abord h = l/2mri (et les spineursconstruitssur l’espacesymétrique

des (e0), avectousles x0 = 1).

LEMME. L’action naturelie de exp (— in ~(e~)t) = exp(—2irU)t envoie e0~sur
e~—2rrht-e0=e~+ite.

Ii suffit de calculer:

exp (—mr(Ee~)t)- e0~ exp (7r~(e
2)t).

Faisantt = 1: e~deviente~+ ie
0 =V’~e~. •

F étant un polynOmeharmoniguered dedegrék, homogênenousallonsétablir
la formuie de Hecke:

.~(F(x) e~(irx . x)) = (.— j)kF(x) e irx .

Observonsqu’en ordonnantselondes e0,,, e0:exp(2mrUt) F(e0~) exp (— 2irUt) =

= P(e0~) (on rappellegueF(e0~) signifie F(e1~, e2~ er*)), modulodetermes

en (e0*)>.(e0y1, (ii ne figure au secondmembreaucun termeen les (e0~)seulsde
degrémférieura k carF estharmonique(Prop. 8)).

D’autre part I’action de exp (2mrUt) s’étenda un automorphismed’algêbreet
donc exp (2irUt)P(e0~)exp (— 2mrUt) = P(e~— ite0),
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P(e01) exp (— 2ir Ut) = exp (— 2ir Ut) (P(e0~) +

+ (— it)”P(e0) + R(e0, e0~))

oft R(e0, e0~) = Q(e), degreQ < k, moduloun multiple it gauchedese0~,

P(e0~) exp (— 2inU)1* = (— i)~’F(e0) exp(— 2lrU)1* +

+ Q(e0) exp (— 2mrU)~*.

Mais Q(e0) est identiquementnul, en effet: considéronsl’antiautomorphismede
I’algêbre gui étende0 —* e0~, e0~—* e0

F(e0 — ie~)= (~ j)kF(ie + e0~) = (— i)ICP(e — ie0)

puisqueF estreel.

S’il figurait Q(e0) venant de P(e0~ — ie0), il figurerait dansP(e0— ie0~),en

vertu de I’echangeentree0 et e0~, un termc en les (e0~) seuls, dc mémedegré

que Q(e0), on a vu guec’était impossible,ainsi:

P(e0~) exp (— 2mrU)~*= (~i)~CP(e0)exp (— 2mrU)4*

J1F(e0~)J1’J1exp(_ 2mrU)~= (.. 1)kJ~P(e ) exp (— 2mrU)1*

—irir

exp ( )F(e0) exp(— 2mrU)~*=(i)kJ1P(e0)cxp (— 2mrU)~*

P(e0) exp (— 2ir U)4 = (1)k .~(P(e0)exp(— 2irU)4*)

cc qu’il fallait étabiir.

La transformeede Fourier des fonctions d ‘Hermite (q = 0)

Nousconsidéronslesspineurssymplectiquesde la forme:

exp(2mrU)F(e0~)exp(_4mrU)~*,

P homogènede degrék. comme

exp (2mr U) F(e0~) exp (— 2ir U) = P(e~— ie)

(18) =P(_i(e0+ie0*)=(_i~kP(e0*),

Multipliant parJ1:

(j~/~)kJp(6) exp (— 2mrU)~*= (.iV’5jkJ P(e )J
1J exp (— 2irU)4*

= (~iV’~~(—i)~’P(e
0~)cxp (— 2ir U)~*

= (_i)kP(e0*—Ic) cxp (— 2mU)~*
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= (— i)”P(e
0~ — Ic) exp(2irU) exp‘~—4irU)~*

= (~i)~’~exp2mrUF(e0~) exp (— 4mrU)d~*,

donc ..~(cxp(2mrU)P(e0~)exp(—4mrU)~*)= (. f)k exp(2mrU)P(e0~)exp(— 4mrU)~*,

retrouvant, conformément au résultat classique: ~(hk) = (~l)”hk, pour la
~~me fonction d’Hermite hk. On en déduit aisément,compte tenu de (18) et de

I’expression de nos spineurssymplectigucsque lcs seulsspineurSsymplectigues

invariants par la transformationde Fourier sont de la formeexp (2mrU)Q(e0~) x

x exp(— 4mU)~*; oft Q(e0~) est unc sénie formellc (éventuellementconver-

gente) dont tous les termes sont pairs. Ainsi I’ensembledes fonctions d’Hermite
paires (k pair) <<engendre>> l’espace sur C des fonctions invariantespar Ia trans-

formation de Fourier.
EvidemmentSi k est impair on a desfonctionsqui se changenten leuropposée

(decompositionspectralcdc ,~Ttel que ,~2 = Id).

Avec lesnotationsutilisécsdansles remarquesdu IV ci-dessus:

—1 a
— — e~

2~X
2mri aq0

x = (q 1 , qr)

Posonsscion J. Dieudonné[2]:

wP(x) = e_’~’’~9(x)

et avecnos notations:

i~(exp(—2mrU) exp(4irU)P(e
0~)exp(_4mrU)cF*,

exp(—2irU) exp (4mrU)Q(e0~)exp(_4mrU)~*)

= .Y((P(e0~)exp (..4mrU)~* Q(e0~)eXp(_4mrU)~*),

selon les résultatsdu V, et prenantpour fixer les idéesq = 0,

= JF(e)J1~exp(4mrU)~*, J1(Q(e)Jj
1exp(_4mrU)~*)

= .,r(P(e
0)cxp(_mU)~*, Q(e0) cxp (mU)d~*)

en remarquant quc ,~i(exp(_4mrU)F* = 2~I
2exp(_mrU)~*,on obtient

2~.)((P(e
0)cI*, Q(e0)~*).

Soit .Y((wP, wQ) = 2~)((F, Q) [2, p. 116].

Onpourrait donnerencorebien d’autresexemples.
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CONCLUSION:

Ayant mis en evidencele lien étroit entretransformationde Fourier et struc-
ture complexeadapteca la structuresymplectiqueen signaturequelconque,on

peut algebriseret geometnisercertains développementset calculs usuellement

présentésdansun contextedepureanalyse.
La transformationde Fourierainsi définiequi opèresur les espacesde spineurs

symplectiquespeut sous certainesconditions (nuilité de la secondeclassede
Stiefel-Whitney de la vaniété symplectique,existenced’un couple de champde

lagrangienssupplementaires)ëtre globalement étcndueau-dessusd’unc variété
munie d’un fibre en spineurssymplectiques.

L’ensemblede ces transformationsde Fourier globalesest alorsparamétrépar
un indice (ou classe) de Maslov.

11 devientalors particulièrementcommoded’abordcrdans cc contexte I’étude

des problèmes poses par les deformations d’algêbres de Poisson, la quantification

géométniqueet lesopérateursdifférentiels.
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